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Abstrakt: Hilbertov' program bol pokusom predist zdvislosti na inych teériach a cyklickosti v dokaze bezospornosti
formdlInych systémov aritmetiky pouZitim iba malickej mnoZiny operdcii na dokaz bezospornosti systému obsahujiiceho tiito
mnozZinu. V druhej fize mal Hilbertov program za ciel vybudovat na tomto systéme celii matematiku a tyym pddom potvrdit
jej bezospornost. Vsetko iisilie viak stroskotalo na (G delovej druhej vete o neviplnosti.

Uvod

Hilbertova praca na Zdkladoch matematiky md svoj povod este v jeho
vyznamnej knihe Ziklady geometrie (1899), kde dospel k ndzoru, Ze k
seridoznej vede sa dd dostat jedine axiomatickym pristupom. Pre
takyto pristup je potom vzdy doleZité dokédzat nezavislost a
bezospornost danych axiom. Pre axiémy geometrie modZe byt
bezospornost ukdzana najdenim interpretacie’ systému v rovine a
tym problém redukujeme na bezospornost analyzy. Zdiklady
analyzy vSak sami o sebe potrebuji takito axiomatizaciu a dokaz
bezospornosti. Hilbert toto sim ukazuje v Jber den Zahlbegrift”
ale skoro zistuje, Ze i tato sa stretd s tazkostami napriklad tedrie Obr. 1 David Hilbert
mnozin a Russelovym paradoxom. Vidiac, Ze tieto dokazy su

puhymi redukciami na int teériu, navrhuje urobit priamy dokiz analyzy. (tj. bez redukcie). A
navrhuje to vSetkym matematikom ako druhy z 23 problémov pre dvadsiate storocie na
medzindrodnom kongrese matematikov v roku 1900. Sdm sa zaroven pusta do prace a v roku
1905 prezentuje nacrt takéhoto dokazu.

Intuicionizmus a finitizmus

V dobe ked Hilbert pracoval na svojom programe sa v matematike dostali k slovu intuicionisti.
Podla nich je kazdy matematicky objekt vysledkom konstrukcie v mysli a teda existencia
nejakého objektu je ekvivaletnd s mozZnostou jeho zostrojenia. To je v protiklade s klasickym
pristupom v ktorom existenciu objektu moZno ukdzat popretim jeho neexistencie. V tomto
kontexte chcel Hilbert ndjst pre svoj program aj filozoficki podporu a zarover pocitoval potrebu
odpovedat aj na kritiku intuicionistov Brouwera a Weyla®, ktorej ho podrobovali. Hilbertova
odpoved bola finitizmus.

Finitizmus je filozofia v matematike (ktora je vlastne extrémnou formou konstruktivizmu) podla
ktorej matematické objekty existuja len vtedy ak sa daja skonstruovat z prirodzenych dcisel
pomocou konecného poctu krokov. (Vacsine konstruktivistom totiz staci spocitatelne vela krokov.)

Najvacsi zdstanca finitizmu bol Leopold Kronecker, ktory vyhlasoval: ,Boh stvoril celé ¢isla,
vsetko ostatné je na cloveku.”

1 *: 23.1.1862 Konigsberg, Prusko (teraz Kaliningrad, Rusko)
t: 14. 2. 1943 Gottingen, Nemecko

2 tj. modelu; Systém formil je totiz bezosporny, ak ma model.

3 Hilbertov byvaly Ziak, ktory presiel k intuicionistom



Hilbert si totiz na zaciatku polozil otdzku: V ¢om konkrétnom (ak vobec v nie¢om) v redlnom
svete nachddza matematik nekone¢no?* Hilbert hladal odpoved v modeli sveta prezentovanom
sucasnou fyzikou: Atomicka tedria vravi, Ze latka nie je delitelna donekone¢na. Podobne sa
kvantova tedria vyjadruje o energii. No a tedria relativity ndm sice tvrdi, Ze cas a priestor su
neohranicené ale pravdepodobne nie nekonec¢né. Z tychto vysledkov podla Hilberta plynie fakt,
Ze pre matematika nema nekonecno Ziadny protajsok v redlnom fyzikdlnom svete.

Najpriek tomuto (pre matematikov nepohodlnému) zaveru, sa Hilbert snazi dokazat fakt, Ze aj
matematika s nekone¢nami moze byt plnodnotne uzndvand za spravnu, ak sa podari uskutocnit
nasledujice 3 kroky:

Program

1. Prvym krokom je izolovat bezproblémovd finitnd” cast matematiky. Tato cast je
nepostrddatelnd pre vSetko vedecké usudzovanie a teda nepotrebuje ziadne Specidlne
dokazovanie svojej korektnosti. Hilbert vSak nerozltskol oriesok’ definicie finitizmu. AvSak
hovori, Ze finitnd matematika sa musi zaobist bez akychkolvek nekonecien. To znamena, Ze aj
beZzné logické operacie ako napriklad negacia sa stdvaju podozrivymi, ak st aplikované na
formuly s kvantifikatormi cez nekone¢né domény. Specialne je nepripustné vzajomné vnéranie
takychto kvantifikatorov. Napriek tymto obmedzeniam je finitnd matematika postacujiica na
jednoduché usudzovanie s kone¢nymi postupnostami symbolov.

2. Druhym krokom je zrekonstruovat jnekoneéni” matematiku na obsiahly formdlny systém.
Toto je velky krok, ktory Hilbert plne popisuje vo svojich Zdkladoch matematiky a obsahuje
neohranicent klasickti logiku, nekoneéné mnoZziny ale aj Specidlne premenné, ktoré su
kvantifikovatelné cez prirodzené cisla, dalej funkcie na prirodzenych ¢islach, spocitatelné
ordindly atd. Formuly tohoto velkého systému st postupnosti symbolov, ktoré st podla
Hilberta sami o sebe bezvyznamné, ale d4 sa s nimi ,finitne” manipulovat.

3. Poslednym krokom Hilbertovho programu je dat finitne korektny dokaz bezospornosti pre
tento velky systém. To by potom dokézalo, Ze kazd4 veta takéhoto velkého systému je
dokazatelna aj prostriedkami finitnej matematiky. Povedané sacasnym jazykom, kazda 1T,
veta je aj vetou primitivne rekurzivnej aritmetiky. Potom bude cely systém finitne korektny a k
nekonecnym objektom velkého systému budt priradené pomocné objekty aby sa pouZili na
dokaz tvrdeni o zmysluplnych finitnych objektoch.

Problém?

No ten je v bode 3. Povedzme Ze Hilbertov velky systém by zahfiial iba logiku 2. rddu
(kvantifikdcia cez mnoziny individui). V bode 3. by sme potom mali ukdzat bezospornost logiky
2. rddu v ramci formélneho systém PRA® Dékaz bodu 3. by potom znamenal, Ze kazda veta
logiky 2. rddu je tiez dokadzatelna v PRA. Povedané jazykom modernej logiky, by sme ukézali, Ze
logika 2. rddu je konzervativnym’ rozirenim vzhladom na IT] vety. Nanestastie Godelova

Podla [4] sa takto pohrédval s Aristotelym rozdelim na aktudlne a potencidlne nekonec¢no.

To ¢o sa v sticasnosti povazuje za Hilbertovu finitnti matematiku je primitivne rekurzivna aritmetika.
primitivne rekurzivna aritmetika

rozsirenie formalneho systému nazyvame konzervativnym, ak kaZd4 veta rozsirenej tedrie je taktieZ vetou
povodnej (rozsirovanej) tedrie
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2.veta o netplnosti ukazuje, Ze nie je mozné spravit 3. krok a zavfsit
tak Hilbertov program. Je totiZ mnozstvo II ? viet, ktoré sa v logike
druhého rddu dokézatelné, ale nie st dokédzatelné v PRA. Priklad
takejto vety je aj bezospornost prvorddovej aritmetiky. Treba
samozrejme poznamenat, Ze Godelova veta nenapada bezospornost
formalizacie Hilbertovej nekonecnej aritmetiky. Godel svojou vetou
hovori ,jba” to, zZe redukcia matematiky s nekone¢nami na finitnt
matematiku nie je moznd. Vieme teraz aj to, Ze pre Ziadny systém
aspont tak silny ako Peanova aritmetika je nemoZné dokézat jeho
bezospornost iba jeho vlastnymi prostriedkami. Napriek tomu vSetci
matematici veria Ze PA® je bezospornd, spoliehajic sa vsak iba na
vlastnd intuiciu. Ak by sa vSak zriekli PA, zostal by ndm z
matematiky maly zlomok aparatu bez moZznosti dokazat napr. dolezité vety analyzy. V roku 1936
Gerhard Gentzen ukazal bezospornost Peanovych axiém pouzitim transfinitnej indukcie. Otdzka
je, ¢i mozZeme ,verit” formdlnemu systému umozZnujicemu takyto typ indukcie, ak nemame
dokaz jeho bezospornosti. Ak by sme ho vsak mali, vieme Ze formdlny systém v ktorom by sme
to dokazovali bude urcite silnejsi ako PA ... atd. A tak si ako matematici musime priznat ako
Zlatos v rovhomennej préci, Ze ani matematika si nemdze byt istd sama sebou.

Obr. 2 Kurt Godel

Zaver

Napriek Godelovej rane Hilbertovmu programu v nom stédle existuje zdravé jadro, ktoré nou
nebolo zasiahnuté. Aj tak sa vSak na isty c¢as tplne Hilbertovu snahu pochovala. Az neskor sa
objavili snahy vyuZit formdlnu stranku programu. A aj teraz sa objavujt jeho nové interpretécie a
vylepSenia.
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